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Estes cenéarios mostram viés positivo (centro da distribuicdo de Bhats esta a direita do
verdadeiro B). Viés negativo é igualmente prejudicial a acuracia do modelo 2



Dois desafios a analise estatistica inferencial:
aleatoriedade e endogeneidade

Fontes de incerteza quanto ao efeito estimado de X sobre Y

Sampling randomness: amostras de diferentes tamanhos
geram coeficientes estimados diferentes; amostras diferentes de
um mesmo tamanho também geram coeficientes estimados
diferentes; na estatistica frequentista, coeficiente populacional é
fixo)

Modeled randomness: aleatoriedade e complexidade na
formacdo de Y redundam em variaveis omitidas; nota: aqui ndo
estamos falando de variaveis omitidas correlacionadas com X

Variaveis omitidas correlacionadas com X: existéncia
dessas variaveis implica espuriedade

FOCO DE HOJE:
aleatoriedade

Aleatoriedade
(compromete a
precisao)

D

[
(qualquer ]

coeficiente de
inclinacao
estimado)

Endogeneidade

(compromete a
acuracia)



Sempre que observamos uma relacdo nos
dados, precisamos ter em mente que alguma
coincidéncia poderia explica-la. Talvez
tenhamos escolhido algumas pessoas incomuns
para nosso conjunto de dados. Ou talvez
tennamos —escoinido pessoas perfeitamente
representativas, mas elas tinham medidas
incomuns no dia em que as medimos.

No exemplo do donut, a possibilidade de tal
aleatoriedade deve nos preocupar, pelo menos
um pouco. Talvez as pessoas na Figura 1.3
sejam um pouco estranhas. Talvez se
tivéssemos mais pessoas, poderiamos ter mais
pessoas pesadas que nao comem rosquinhas e
pessoas magras que as comem. Adicionar
essas pessoas a figura mudaria a figura e
nossas conclusdes. Ou talvez mesmo com o
conjunto de pessoas que observamos, podemos
ter pegado alguns deles em um dia ruim (ou
bom) e, se olharmos para eles outro dia,
podemos observar uma relacédo diferente [entre
consumo de donuts e massa].

Bailey (2016: 13)
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https://www.petz.com.br/blog/
especies/como-criar-um-furao/

Pense em alguma populacédo, digamos a populacao de furdes na
Florida. Suponha que queremos saber se os furfes velhos dormem
mais.

[...]

Mesmo se pudéssemos obter dados sobre cada um deles, nosso
modelo teria elementos aleatérios. Os padrdes de sono do furdo (a
variavel dependente) estdo sujeitos a aleatoriedade que entra no
termo de erro. Talvez um furdo tenha comido um pouco de aipo a
mais que de costume, outro ficou preso em uma gaveta e outro
ainda se desentendeu com sua parceira. Ter dados sobre cada
furdo ndo mudaria o fato de que fatores nao medidos denotados
por € afetam o sono do furdo.

Em outras palavras, ha aleatoriedade inerente no processo de
geracao de dados, mesmo quando os dados s&o medidos para
uma populacdo inteira. Portanto, mesmo que observemos uma
populacdo completa em um determinado momento, de modo que
nao tenhamos variagdo amostral, teremos aleatoriedade devido ao
processo de geracédo de dados. Em outras palavras, a perspectiva
da aleatoriedade modelada [modeled randomness] destaca o fato
de que praticamente todo modelo possui algum componente nao
medido que explica parte da variacdo em nossa variavel
dependente.

Bailey (2016: 79-80)
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Portanto, toda analise estatistica legitima levara
em conta a aleatoriedade em um esforgco para
distinguir resultados que poderiam ocorrer
por acaso daqueles que provavelmente né&o
ocorreriam por acaso. A ma noticia € que
nunca escaparemos da possibilidade de que
os resultados que observamos sejam devidos a
aleatoriedade e nédo a algum efeito causal. A
boa noticia, porém, é que muitas vezes
podemos fazer um bom trabalho
caracterizando o quao confiantes estamos
de que os resultados néo sejam simplesmente
devidos a aleatoriedade.

Bailey (2016: 13)



A estimativa de B, herda aleatoriedade
(amostral e/ou modelada)

Portanto, Bhat € uma variavel aleatéria. What?

Uma variavel aleatoria € uma variavel cujos valores sao resultados numéricos de um
fendmeno aleatério

Variaveis aleatorias quantitativas dividem-se em dois tipos:

= Discretas: tém um numero contavel de valores entre quaisquer dois valores
— E.g.: numero de conversdes de tiro livre no basquete; niumero de consultas ao
médico em um determinado ano; avaliagdo de um servico, medida em uma
escalade 0 a5, em intervalos de 0,5

1
Note: uma variavel aleatoria discreta nao

necessariamente pertence aos inteiros

= Continuas: tém um nuamero infinito de valores entre dois valores quaisquer
— E.g.: estatura; massa; PIB; hora

c

A estatura pode ser representada em um quantidade nao

enumeravel de casas decimais; em “zoom”, 1,80m pode

assumir infinitos valores: 1,801m, 1,8001m, 1,80007m, ...

Bhat € uma variavel aleatoria continua



Para entender ;hats como aleatorios,
convém pensar em sua distribuicao

= Distribuicao de Bhats: compreende todos os possiveis valores
que Bhat pode assumir, e a probabilidade relativa desses
valores

= Essa distribuicao, chamada distribuicao amostral de B;hat, €
uma distribuicdo “tedrica”. nao nos é visivel, pois observamos
apenas o 3jhat gerado por nossa (tipicamente Unica) amostra



Para entender ;hats como aleatorios,
convém pensar em sua distribuicao

No caso de variaveis aleatorias
discretas, podemos identificar a
probabilidade de cada resultado
possivel porque ha uma quantidade
enumeravel de resultados
possiveis

Discrete random variables with a finite number of possible
outcomes

Probability Probability
1 1
0.8 08—
0.6 06
0.4 04 -
02— 02

o

.| NN
Heads Tails 1 2 3 4 5 L]

(@)

Fonte: Adaptado de Bailey (2016: 82).

No caso de variadveis aleatorias
continuas, nao podemos identificar
a probabilidade de cada resultado
possivel porque ha um ndmero
ilimitado de resultados possiveis

Continuous random variables

Probability Probability
density density
I I I I I I I I I
-4 -2 0 2 4 &0 B5 70 5
ic) {d)
FIGURE 3.4: Four Distributions /\
Adult heights
(inches)




Bhat € uma variavel aleatoria continua, para a qual
Identificamos a probabilidade de intervalores de valores

» Para variaveis aleatorias continuas, identificamos a funcao densidade de
probabilidade (FDP/ PDF - probability density function), que descreve a
probabilidade de uma variavel aleatoria continua assumir valores dentro de um
intervalo Probabiliy

density

Distribution of B

[
B
FIGURE 3.5: Distribution of _31
Fonte: Bailey (2016: 88).



Distribuicao de densidade de B;hats
se aproxima de uma normal

= Formula do Bjhat pode ser reescrita como uma média (Bailey, 2016: 85, nota 8)

= Como tal, Bjhat € uma estatistica amostral sujeita ao Teorema Central do Limite (aka

Teorema do Limite Central), segundo o qual:
— As meédias amostrais de qualquer variavel aleatoria se distribuem de maneira proxima a
uma distribuicdo normal centrada na média populacional (u)

—_ — _ — 2
X1, X, X3, ooy Ko ~ N(1, % /)

— Quanto maior o numero de amostras (k), e quanto maior o tamanho de cada amostra
(n), a distribuicdo amostral da média:
o Serd mais parecida com uma distribuicdo normal
o Tera centro mais proximo da média populacional

Central limit theorem

ns and the 'Normal' World: Central Limit Theorem | The New York Times

The Central limit theorem

No matter the distribution

Xy Xy X3 . X

The more samples you extract

The bigger the samples

a0 e

https://youtu.be/jvoxEYmMQHNM https://youtu.be/b5xQmk9veZ4
https://youtu.be/YAIJCEDH2uY



https://youtu.be/jvoxEYmQHNM
https://www.youtube.com/watch?v=b5xQmk9veZ4
https://youtu.be/YAlJCEDH2uY

[Pausa para um recordatorio de Estatistica]



Variancia e desvio padrao

= Avariancia e o desvio padrao sdo medidas de disperséo: informam quéo dispersos se encontram
os valores de uma variavel, quanto maior a variancia, mais espalhados se encontram as
observacoes (0 mesmo vale para o desvio padréo)

= Avariancia populacional de uma variavel (e.g., X) é dada por:

0.2_

N (x; — w)? | Férmula assume que conhecemos
N a meédia populacional de X (i.e., u)

= Para calcular a variancia amostral de X (i.e., variancia numa dada amostra), substituimos o N
(tamanho da populacéo) por n — 1 (tamanho da amostra — 1); 0 “— 1” € um ajuste pela perda de
graus de liberdade incorrida no calculo da média amostral; em amostras grandes, ndo importa se
usamos n ou n — 1 no denominador, pois o0 ajuste ndo causara diferenca material no valor da
variancia amostral n s

i=1(x; —X%)

n—1
= E atil “desconstruir” o que a formula da variancia faz:

SZ_

— Para cada observacao, obtenha o desvio em relacdo a média
— Eleve cada desvio ao quadrado
— Tire a média dos quadrados dos desvios

= Variancia = (Desvio padrédo)?

» Ao calcularmos a raiz quadrada da variancia (para obter o desvio padr&o) trazemos o
resultado final de volta a escala original da variavel

Fonte: Bailey (2016:768). Nota: Qualquer livro de estatistica basica terA uma secao sobre variancia.



Desvio padrao e erro padrao

Representa a variabilidade (dispersédo) de

uma variavel em uma amostra (note: a

amostra pode conter todas as unidades da

populagcao ou n&o)

— E.g.: podemos obter o desvio padrao de X,
em que X = peso de coelhos selvagens

Corresponde a raiz quadrada da variancia da
variavel

Desvio padrdo populacional (o): requer que
conhecamos u, a média populacional de X

N

Desvio padrdo amostral (s): utilizamos a média
amostral de X, i.e., Xbar

-

n—1

Representa a variabilidade (dispersdo) de
uma estimativa entre amostras (i.e., mede a
dispersdo da distribuicdo “tedrica” de infinitas
estimativas obtidas a partir de amostras de
mesmo tamanho)

— E.g.: podemos obter o erro padrao de Xbar,
em que Xbar = média amostral do peso de
coelhos selvagens em infinitas amostras
com 50 coelhos cada

Corresponde a raiz quadrada da variancia da
estimativa

Erro padrdo da média (populacional): requer
gue conhecamos o0, o0 desvio padrao
populacional de X

EP = d
WV
Erro padrdo da média (estimado): utilizamos s,

0 desvio padrao amostral de X
S

EPostimado = ——=
Jn

Na andlise de regressao, frequentemente
estamos interessados em estimar o erro
padréo de Bhats, a partir de uma férmula 14
diferente desta e que seré detalhada adiante




Distribuigcao normal

» Trata-se uma distribuicdo de probabilidade de variavel aleatéria continua (digamos, X)
baseada em dois parametros: uy (meédia populacional de X) e o (desvio padrdo
populacional de X)

X~ N(u, o)

= Os valores da distribuicdo normal sdo dados pela féormula abaixo; com ela, podemos
“desenhar” uma distribuicdo, desde que conhecamos y e o

F) = ——ea(5)
oV2m

e 2\ o
= Adistribuicdo normal é simétrica, centrada em sua média (u) e apresenta forma de sino; o
espalhamento da distribuicdo normal é definido por (o)

= O pico (valor mais alto, localizado em x = uy) é dado pela seguinte formula (obtida pela
simples substituicdo de x = y na férmula acima):

1
f(x)=am

» Para X~ N(0, 1), o valor maximo (pico ou cume) corresponde a aproximadamente 0,40:

f(0) = 1/(N2r) = 1/(N6,283185) = 0,398942

Fonte: Bailey (2016:774-783). Nota: Qualquer livro de estatistica basica terd uma sec¢ao sobre distribuicdo normal.



Funcao densidade de probabilidade
para distribuicées normais

I | I | I I | I I | I 1 I I I I I I I | I I |
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Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Normal Distribution PDF.svq 16
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Funcao densidade de probabilidade
ACUMULADA para distribuicdées normais

[ o o I I I [
1.0
L =0, 0%2=0.2, s _
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Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Normal Distribution CDF.svg 17
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A distribuicgo N(0, 1) é conhecida como
“normal padrao” ou distribuicao 7

= Para “padronizar” uma distribuicdo normal (i.e.,
fazé-la ter média nula e desvio padrdo unitario),
aplicamos a seguinte formula:

X — p
zZ=—"

0.6 em que: o)

X = qualquer valor da distribuicdo normal original
(aquela que se quer padronizar)

U = média da distribuicdo normal original

o = desvio padréo da distribuicdo normal original

Normal distributions
0.8

0.4

Probability density

0.2

= Um z-score (valor de Z para um dado valor de X)
positivo significa que x é maior que a média de X

-3 -1 1 3 o z-score>0 - x>y

o z-score<Q e x<yu

o z-score=0x=yu

0.0

Z-8core

= Entre outras vantagens, converter uma distribuicdo
normal em wuma distribuicdo normal padréo
permite:

o Comparar valores de diferentes distribuicbes com
A(M=0,SD=1) Standard normal distribution diferentes medias e desvios padrao

o Encontrar rapidamente (numa tabela) a

Squeezed, because SD < 1 probabilidade de observagdes em uma distribuicéo

cairem acima ou abaixo de um determinado valor

Curve Position or shape (relative to standard normal distribution)

C(M=0,8D=2) Stretched, because SD > 1

» Quando os parametros populacionais y e o séo
desconhecidos, é possivel estimar o z-score a partir
das estatisticas amostrais ¥ (média amostral de X) e s
(desvio padrao amostral de X). Alerta: s tende a
subestimar o X — X

D(M=1,8D=1) Shifted right, because M > 0

E(M=-1,5D=1) Shifted left, because M < 0

18

Fonte: https://www.scribbr.com/statistics/standard-normal-distribution/ Zestimado s
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Probabilidade em intervalos de uma

distribuicdo normal padréao

https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets/normal.html

Normal Distribution

X ~ N(p, o)
p=\o o=|1
r— N P(x| <X <|x])= v| 068268
04 04
03 0.3
E 02 E 02
.4 01
00 00
4 2 0 2 4 -
X
p=EBX)=0 o=8DX)=1 o*=Var(X)=1
Help Help
Normal Distribution
X ~ N(u,o)
n=|o c— R
r =B P(-|x| < X <|x]) = v || 0.9545
04 0.4
03 03
= 02 T o0z
0l 01
0.0 0.0
4 5 0 2 4 -
X
p=EX)=0 o=8DX)=1 o*=Var(X)=1
Help Help

Department of Statistics

Recordatorio de Estatistica

Normal Distribution

X ~ N(p, 0)
L=0 o= 1
T =196 Px|<X<[x)=v| 085
0 2 4
X
p=BX)=0 o=8DX)=1 Var(X) =1
Department of Statistics and
Normal Distribution
X ~ N(p, )
p=0 o=1

T =|2576 P(x <X<|x])= v] 0.99

i

E(X)

SD(X) =1 Var(X) =1

0 o

Department of Statistics

Outras
distribuicbes de
probabilidade
disponiveis em:

https://homepag
e.divms.uiowa.e
du/~mbognar/ap

plets



https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets/normal.html
https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets

[Fim do recordatorio de Estatistical]



Distribuicao de densidade de B;hats
se aproxima de uma normal

= Para amostras grandes (digamos, 100+), Bjhats sao normalmente distribuidos

— Se os erros do modelo (¢) forem normalmente distribuidos, entdo Bhats serdao
normalmente distribuidos independentemente do tamanho da amostra

= Portanto, enquanto normal, a distribuicdao amostral (“teérica”) de B;hats:
— E simétrica, centrada em sua média (u), e apresenta forma de sino

— Tem “espalhamento” definido pela variancia (o?)



Aleatoriedade, centralidade e dispersao de fhat

= PBhats sao aleatdrios; conforme a sorte, podemos obter uma estimativa distante
de B,
J

= Além da centralidade, interessa considerar a dispersao da distribuicdo “tedrica”
de Bjhats, para avaliarmos quao provavel € que estimemos um coeficiente
préximo do parametro populacional

P'd‘)ebnﬁw I‘I,r"‘fh\“"-‘_‘l‘f-_‘-|vaHer' variance - Se a Co nd I géo de eX 0 g e n eI d ad e
estiver atendida, a média dos Bjhats
e B,

— O que podemos dizer sobre a
variancia de Bhat?

FIGURE 3.6: Two Distributions with Different Variances of 3

Fonte: Bailey (2016: 94).



Numa regressao bivariada, a variancia de B,hat* e dada por:

Erro padréo de Bjhat, o A 62 Varanc —
| Do var — ariancia da regressao =
quas d?g%gzt; vaF:ZSIiat) ('Bl) n * var(X) (Residual standard error)2.
: Obtenha o residual standard
A ~ error no output da regresséao
A Variancia da regressao
0O = Mede quao bem o modelo explica a variacdo de Y n(y —9,)?
= Seu célculo baseia-se nos residuos g2 =227 2L
T o N n—-k—-1
= Aqui, k = nimero de variaveis explicativas
= E também uma estimativa da variancia de € n 2
*» Intuicdo: média do quadrado da distancia entre valores 62 _ _zi=1&
observados e previstos de Y n—k-1
n Tamanho da amostra
*» Intuicdo: mais dados implicam menor variancia, pois a
chance de o acaso nos levar as caudas da distribuicdo de
B,hat € menor em amostras maiores (i.e., menor sampling
randomness)
var(X) Variancia X (amostral)
= Quanto mais X variar, mais precisa sera a distribuicdo de var(X) = s>
B,hat
» Intuicdo: se X varia pouco, nao temos muita informacéo n(x; — %)?
para estimar o efeito da variacao de X sobre a variacao de Y §2 == —

* Formula de var(B,hat) é mais complicada quando erros s&o correlacionados ou heteroscedasticos, mas as
intuicBes sobre variancia da regresséo, tamanho da amostra e var(X) se aplicam. Voltaremos a esse ponto em
aulas futuras.




Extraindo o EP(3,hat)
do output da regressao

Massa em libras (pounds)

Calculando o EP([3,hat)
‘manualmente”

Call:
Im(formula = dados$Weight. .pounds. ~ dados$Donuts.per.week)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-92.731 -13.508 3.916 36.081 55.716

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) 121.613 16.593 7.329 1.49e-05 ***
dados$Donuts.per.week 9.224 1.959 4.707 0.000643 **x*

Signif. codes: 0 ‘***’ (0,001 ‘**’ 0.01 *’ 0.05 . 0.1 v’ 1

Residual standard error: 45.81 on 11 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6683, Adjusted R-squared: 0.6381
F-statistic: 22.16 on 1 and 11 DF, p-value: 0.0006426

#HHHHH

> sigma(reg.pounds) # to obtain the residual standard error
with more decimal places

[1] 45.81383

> var (dados$Donuts.per.week)

[1] 45.55644

2

Vide aula 02

62

var(p,) =

n *var(X)

45,813834
13 *45,55644

var(f,) =

2.098,90702
592,23372

var(B,) =
var(B,) = 3,54405

EP(f,) = /3,54405

EP(B,) = 1.88257

R trabalha com mais casas
decimais e obtém valor mais
alto (1,959)

24



Numa regressao
bivariada, a variancia
de B,hat é dada por:

Nao sera
cobrado

= F(X-%Y'z 546,67731 A\:\” 9@"

')

E/V\O ‘mM Ao In(ixfa/’)'f’o na {e?)/\:wm/) Simpre

EP( ?bj = (e alxztaﬂ/v{imlmalmvo”— ¥ J’_j_/;_x(;;)_:

il oo v = W

\‘,

ot deatts |

Ceridual /y{a/m):vw! oL = 45 &)

n= 13
2= 29,6605

EP((&): 45,84+

/45 @67’737
/ O\?,\\W‘ﬂf
= 45,91 %0,3621367
= 1659171727

Jépq);) o R 6513

S R
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FIGURE 3.7: Four Scatterplots

Discussion Questions

Fonte: Bailey (2016: 98).

1. Will the variance of 3; be smaller in panel (a) or panel (b) of Figure
3.77 Why?

2. Will the variance of 31 be smaller in panel (¢) or panel (d) of Figure
3.77 Why?
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Se acondicao de exogeneidade for atendida, Conteudo nao
sera cobrado

MQO produzira estimador consistente de B;

— = Um estimador de B, € consistente se a
density respectiva  distribuicdo de (B hat se
| " aproxima cada vez mais do verdadeiro B,
a medida que o tamanho da amostra
aumenta

= Formalmente, consisténcia é definida como
plim -ﬁl = 4

., plim = limite de probabilidade
L plim de um estimador = valor para o qual a

NetD sampling distribution da estimativa gerada
pelo estimador converge a medida que o

tamanho da amostra aumenta

—4 -2 B z 4
FIGURE 3.8: Distributions of ﬂ for different sample sizes
As duas melhores coisas que vocé pode dizer sobre um estimador é que ele é livre de

viés e consistente. Os estimadores OLS tém essas duas propriedades quando o erro
néo esta correlacionado com a variavel independente.

) — Bailey (2016: 101)
NAalsera Qual a diferenca entre acuracia

el (unbiasedness) e consisténcia?




Se acondicao de exogeneidade for atendida, Conteudo nao
Ta= ' - sera cobrado
MQO produzira estimadores consistentes de Bj

Os livros didaticos as vezes ndo dao a devida
atencao a distincao entre auséncia de viés
[unbiasedness] e consisténcia, mas a
diferenca pode ser Iimportante na pratica.
Auséncia de viés significa que o estimador tem
uma distribuicao amostral centrada no
parametro de interesse em uma amostra de
gualquer tamanho, enquanto consisténcia
significa apenas que o estimador converge para
0 parametro populacional a medida que o
tamanho da amostra cresce.

Angrist e Krueger (2001: 4-5;
NBER Working Paper 8456;
https://doi.org/10.3386/w8456)
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