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Dois desafios a analise estatistica:
aleatoriedade e endogeneidade

Fontes de incerteza quanto ao efeito estimado de X sobre Y

Sampling randomness: amostras de diferentes tamanhos
geram coeficientes estimados diferentes; amostras diferentes de
um mesmo tamanho também geram coeficientes estimados
diferentes; na estatistica frequentista, coeficiente populacional é
fixo)

Modeled randomness: aleatoriedade e complexidade na
formacdo de Y redundam em varidveis omitidas; nota: aqui ndo
estamos falando de variaveis omitidas correlacionadas com X

Variaveis omitidas correlacionadas com X: existéncia
dessas variaveis implica espuriedade

Aleatoriedade
(compromete a
precisao)

Como a regressao
multipla aumenta
a precisao das
estimativas?

Endogeneidade

(compromete a
acuracia)

P S
(ou qualquer outro

coeficiente de
inclinagé@o estimado)




Numa regressao bivariada, a variancia de B,hat* e dada por:

~ Variancia da regressao =
Erro padrao de B,hat, o 2 )
P e, B, TR o (Residual standard error)2.
se(B,hat) = Raiz var(f) = — )
~ N x z.:ar{X) Obtenha o residual standard
quadrada da var(,hat) ~
error no output da regressao.
ﬁ_}_‘ Variancia da regressao o I (Y- Y)?
' = Mede quao bem o modelo explica a variacdo de Y 7= N —
= Seu calculo baseia-se nos residuos N e
* | =numero de parametros estimados (incluindo o intercepto) = 1_—_1
» E também uma estimativa da variancia de € )
*» Intuicdo: média do quadrado da distancia entre valores
observados e previstos de Y
_.""|,-'_ Tamanho da amostra
*» Intuicdo: mais dados implicam menor variancia, pois a
chance de o acaso nos levar as caudas da distribuicdo de
B,hat € menor em amostras maiores (i.e., menor sampling
randomness)
Ui I‘{X} Variancia amostral de X vy L AN v T2
= Quanto mais X variar, mais precisa sera a distribuiciio de ‘") = T%‘-‘ i—A)

» Intuicdo: se X varia pouco, nao temos muita informacéo Em amostras
para estimar o efeito da variacao de X sobre a variacao de Y pequenas, divida o

somatorio por N -1

* Formula de var(B,hat) é mais complicada quando erros s&o correlacionados ou heteroscedasticos, mas as
intuicBes sobre variancia da regresséo, tamanho da amostra e var(X) se aplicam. Voltaremos a esse ponto em
aulas futuras.



Na regressao multipla, var(Bhat) é influenciada tambem pela
correlacao entre as variaveis independentes

Y =Bo+ BXy +BXp + .+ BX + €

B, =AY/ A(X, | X,, ..., X, S&0
mantidos constantes)

= Para erros homoscedasticos e independentes entre Observe 0 numerador:
si*, seja X; uma variavel explicativa: ) regressdo mdltipla tende a
LB f.T gerar estimativas mais precisas
var(p;) = — — 5
| Nvar(X;)(1 — R5)

= (1-R) is the new kid on the block

= Wait... Hold on... We already know his face! Or, at least, the face
of a close relative of his:

- Rj? € 0 R? (coeficiente de determinacdo) de uma regressao
auxiliar em que X; € a variavel dependente; todas as outras
variaveis independentes do modelo principal sdo as variaveis
independentes da regressao auxiliar; cada X; produz uma
regressao auxiliar diferente

Boy band americana
formada em 1986; separou-
se em 1994, retornando em
2008.

correlacéo entre as variaveis independentes do modelo principal.

Regressofes auxiliares ndo sédo modelos causais; servem apenas para apurar o grau de

* Férmula de var(Bhat) é mais complicada quando erros sdo correlacionados ou heteroscedasticos, mas as intuices sobre variancia da

regressdo, tamanho da amostra, var(X) e multicolineridade se aplicam.



var(B;hat) € maior quando X; € bastante correlacionado com

uma ou mais das outras variaveis independentes

5.2

Nvar(X;)(1 — R3)

var(5;) =

Esses R nos dizem o quanto as outras variaveis
independentes explicam X;. Se as outras variaveis explicarem X
muito bem, o R sera alto e — aqui esta a sacada principal — o
denominador sera menor. Observe que o denominador da formula
da var(Bhat) e (1 — Rj?). Lembre-se de que qualquer R esta entre 0
e 1, entdo, a medida que R fica maior, 1 — R#diminui o que por
sua vez faz var(Bhat) aumentar. A intuicdo € que se a variavel X
for praticamente indistinguivel das outras variaveis
independentes, faz sentido que seja dificil dizer quanto X; afeta Y
e teremos, portanto, uma maior var(Bhat).

Bailey (2016: 227)
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Yhat = Byhat + B;hatAmarelo + B,hatAzulRoyal Aumenta Amarelo Aumenta AzulRoyal

K = Neste primeiro modelo, as duas cores usadas para prever Y (Y = tons de verde) sdo bastante distintas; o efeito da
intensificacdo do Amarelo é bem diferente do efeito da intensificacdo do AzulRoyal

TRYCOLORS =
Mixer #50EABF

TRYCOLORS =
Mixer #61D5BF

TRYCOLORS =

Mixer

9 84 a9 umO

Yhat = Byhat + B,hatAmarelo + B,hatAzulRoyal + BshatAzulClaro Aumenta AzulRoyal Aumenta AzulClaro

'& = No segundo modelo, duas das trés cores usadas para prever Y sdo muito semelhantes entre si; tal semelhanca traz imprecisédo
para a estimativa do efeito de cada uma dessas cores na composi¢éo de Y

= Ao adicionarmos AzulClaro, estamos demandando que o modelo estime mais um parametro, porém a informacao “nova” trazida
pela variavel adicional é pouca: mantendo-se constante AzulRoyal, sobra pouca variagdo em AzulClaro (e vice-versa)

https://trycolors.com/
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Se as premissas de MQO forem atendidas,

As propriedades mais bacanas de MQO

\
/ |

MQO é BLUE! \
= Best (variancia minima, i.e., maxima precisao) | \‘(
= Linear \
= Unbiased (livre de vieses) } |

Estimator \

Se as premissas de MQO estiverem atendidas, MQO ¢ “melhor” em relagao as
alternativas, quais sejam: adaptacoes de MQO (e.g., Minimos Quadrados
Generalizados) e estimadores de Maxima Verossimilhanca (um algoritmo
iterativo que permite nao linearidades nos 3s)

As propriedades BLUE do MQO séo provadas pelo teorema de Gauss-Markov



Para que o estimador MQO seja BLUE, e preciso atender as
chamadas “premissas classicas”

» O modelo de regresséao é linear nos parametros (i.e., coeficientes sao

adicionados e com expoente = 1)
O que

eventUalmente
ficou de fora nao
€ correlacionado

g, 0 termo de erro aleatdrio, tem média populacional =0
com as variaveis i

N&o ha correlacdo entre cada uma das variaveis explicativas e o termo

incluidas — se for, de erro — esta € a premissa de exogeneidade: correlagao (X;, €) = 0

teremos o
problema do viés ) .~ -
T wETEvE] Premissa da média condicional zero
omitida é resultado destas duas premissas
= As variaveis explicativas ndo sao uma funcao linear das outras (i.e., ndo
ha multicolinearidade)
Premissa = O termo de erro tem variancia constante (i.e., € nao ha

requerida para heteroscedasticidade)

teste de hipotese
e intervalo de
confianga, néao

para estimacao o
de MQO O erro tem distribuicdo normal: € ~ N(0, 02)

= Os erros nao sao correlacionados entre si (i.e., nao existe
autocorrelacéo serial ou espacial)



Para que o estimador MQO seja BLUE, e preciso atender as
chamadas “premissas classicas”

» O modelo de regresséao é linear nos parametros (i.e., coeficientes sao

adicionados e com expoente = 1)
O que

eventualmente e
ficou de fora néo |
é correlacionado §
com as variaveis |
incluidas — se for, ’

teremos o

problema do viés ) .~ -

de variavel Premissa da média condicional zero
S . é resultado destas duas premissas
Premissa = O termo de erro tem varidncia constante (i.e., € ndo ha

requerida para heteroscedasticidade)

teste de hipotese
e intervalo de
confianga, néao

para estimagao trib i
de MQO = O erro tem distribuicdo normal: € ~ N(0, 62)

= Os erros nao sao correlacionados entre si (i.e., nao existe
autocorrelacéo serial ou espacial)



Temos multicolinearidade quando ha associacéao linear entre
variaveis independentes

= E improvavel que encontremos variaveis explicativas ortogonais (i.e., que
apresentem correlacao = 0); portanto, conviveremos com algum grau de
multicolinearidade

»= Nao ha um limiar para definir o que € um nivel “aceitavel” ou
“preocupante” de multicolinearidade

= Mas € possivel medir quanto a correlacao existente infla a var(p;hat), em
comparacdo com um cenario de zero correlacdo entre variaveis
explicativas; fazemos isso com base no variance inflation factor (VIF)

VIF & pate da| amff)=_o
VIFj = (1 —Rjz) Kférmula da variancia i N*W(Xp*“"%ﬁ
do coeficiente de _ g o,
inclinacéo ) estlfngdo m (4_&7})
na regressao multipla \ :
e (B,) war
/U@Aﬁm?



VIF no

if (! "haven" %in% installed.packages()) install.packages("haven", dep = T) # for reading .dta files
if (! "car" %in% installed.packages()) install.packages("car", dep = T) # for vif e 1lht (F test)
library (haven)

library (car)

VVVYV

v

dados <- read dta('auto.dta')
dados = as.data.frame (dados)

v

> reg main = lm(price ~ mpg + trunk + foreign, data = dados)
> summary (reg_main)

Call:
Im(formula = price ~ mpg + trunk + foreign, data = dados)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-3461.1 -1704.2 -873.2 1014.3 10287.3

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 10033.08 2256.68 4.446 3.21e-05 **x*

mpg -261.99 64.91 -4.036 0.000137 *x*x*
trunk 83.65 86.50 0.967 0.336871
foreign 1887.46 711.42 2.653 0.009861 *x*

Signif. codes: 0 ‘**x*’ (0.001 ‘**’ 0.01 *" 0.05 *.” 0.1 " 1

Residual standard error: 2532 on 70 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2933, Adjusted R-squared: 0.263
F-statistic: 9.683 on 3 and 70 DF, p-value: 1.996e-05

> vif (reg_main)
mpg trunk foreign
1.605833 1.558684 1.220334



Como interpretar os VIFs?

Comumente, a interpretacao de VIFs baseia-se em regras de bolso. O'Brien (2007, 684-685)
recomenda que sejam considerados outros fatores capazes de influenciar a variancia das
estimativas:

Regras de bolso para valores de VIF tém aparecido na literatura: regra do 4, regra do 10, etc.
Segundo essas regras, quando o VIF excede esses valores, a multicolinearidade é considerada
muito alta e pairam duvidas sobre os resultados da andlise de regresséao.

[...]

Demonstramos que as regras praticas associadas ao VIF (e a tolerancia*) precisam ser
interpretadas no contexto de outros fatores [e.g., tamanho da amostra, variancia da variavel
independente] que influenciam a estabilidade das estimativas do coeficiente de regressdo em
guestdo. Esses efeitos podem facilmente reduzir a variancia dos coeficientes de regressdo muito
mais do que o VIF infla essas estimativas, mesmo quando o VIF é 10, 20, 40 ou mais. E importante
ressaltar que a preocupacado com os efeitos da inflacdo de variancia € diferente em situacbes em
que rejeitamos a hipotese nula [...] em relacdo as situacfes em que a hipétese nula néo € rejeitada
[...]. No primeiro caso, encontramos um resultado estatisticamente significativo, [...] mesmo com
inflacdo da variancia. No segundo caso, podemos ter sido prejudicados pelo aumento da variancia
associada ao coeficiente de regressao.

Referéncia
O’Brien, R. M., 2007. A caution regarding rules of thumb for variance inflation factors. Quality &
Quantity, 41(5), pp. 673-690. https://doi.org/10.1007/s11135-006-9018-6

* Tolerancia = 1/VIF.


https://doi.org/10.1007/s11135-006-9018-6

Multicolinearidade nao causa vies,
e nao exige correcao da var(f;hat)

E muito importante entender o que a multicolinearidade faz. N&o
causa viés. Nem mesmo faz com que os erros padréo de B;hat
[ou, genericamente falando, de pBhat] sejam incorretos.
Simplesmente faz com que 0s erros padrao sejam maiores do que
seriam se nao houvesse multicolinearidade. Em outras palavras,
[em caso de multicolinearidade] o MQO [...produz] estimativas nao
enviesadas e com a incerteza [i.e., o erro padrao] adequadamente
calculada. [A consequéncia da multicolinearidade € que] quando as
variaveis [independentes] estao fortemente relacionadas entre si,
teremos mais incerteza — as distribuicbes de pg;hat [ou,
genericamente falando, de Bhat] serao mais dispersas, o que
significa que sera mais dificil aprender com os dados.

Bailey (2016: 228)



Multicolinearidade néao parece ser um grande problema.
Ainda assim, devemos fazer algo sobre ela? Depende.

= Se a var(Bhat) for pequena, sera possivel distinguir o efeito de diferentes
variaveis explicativas — neste caso, deixe estar; exemplos:

— Table 5.2 (Bailey, 2016: 201): corr(adult height, adolescente height) =
0,86

— Table 5.3 (Bailey, 2016: 216): corr(years of school, test score) = 0,81

= Se a multicolinearidade for substancial, ndo sendo possivel distinguir o
efeito de diferentes variaveis explicativas, conduza o test F de multiplas
restricoes e apresente seus resultados

— O teste F de multiplas restricbes indicara se, tomadas em conjunto, as
variaveis colineares parecem importar para a explicacdo de Y, ainda
gue nao possamos apurar os efeitos individuais dessas variaveis

N&o caia na tentacao de descartar (drop) uma das variaveis colineares: se
voceé tinha uma boa razao teorica para ter essas variaveis na equacao, faltara
uma boa razao teorica para remover uma delas.




Vide ANEXO: Sobre testes F QC
-




Dose letal

Uma dose letal de multicolinearidade € chamada de
multicolinearidade perfeita, que ocorre quando uma variavel
independente €& completamente explicada por outras
variaveis independentes. Se isso acontecer, R? = 1 e var(8hat)
ndo pode ser calculada, pois tem (1 — R?) no denominador (no
sentido de que o denominador se torna zero, 0 gue causa
indefinicdo). Nesse caso, 0 software estatistico se recusara a
estimar o modelo ou excluira [will drop] automaticamente
variaveis independentes até que nao haja multicolinearidade
perfeita. Um exemplo bobo de multicolinearidade perfeita é quando
alguém inclui a mesma variavel duas vezes em um modelo.

Ou quando incluimos dummies para Bailey (2016: 230)

todas as categorias possiveis (e.g.,
uma dummy para brasileiro e outra
para estrangeiro no mesmo modelo)




ANEXQO: Sobre testes F
Este conteudo nao sera cobrado.




Sobre testes F

" Teste F de significancia geral da
regressao



Teste F: Teste de multiplas restricoes
(ou teste de restricoes de exclusao)

— lestar se um grupo de variaveis tem efeito sobre a
variavel dependente.

— A hipotese nula e que um conjunto de variaveis nao tem

efeito sobre y (B3, B4 € Bs, por exemplo), quando o outro
conjunto de variaveis foi controlado (3, e B,, por exemplo).

— Esse € um exemplo de restricdes multiplas.
— Hy: B5=0, B,=0, B5=0.
— H4: Hy nao e verdadeira.

— Quando pelo menos um dos betas for diferente de zero,
rejeitamos a hipotese nula.

21



Estatistica F (ou razao F)

— Precisamos saber o quanto SQR aumenta quando
retiramos as variaveis que estamos testando.

— Modelo restrito tera B, B, e B,. Quell_nto_poder
. . , explicativo
— Modelo irrestrito tera By, B4, Bo, B3, Bs € Bs- | perdemos ao
— A estatistica F é definida como: Ee[‘;‘o"er Bs By €
iy

_ (SQR, —SQR,)/q
" SQR;/(n—ki—1)  tomcses

L »irrestrito

r

— SQRr é a soma dos residuos quadrados do modelo restrito.

— SQRIir &€ a soma dos residuos quadrados do modelo
Irrestrito.

— @ € o numero de variaveis independentes retiradas (neste
caso temos trés: B4, B, e Bs), ou seja, g=gl -gl. .



Regras de rejeicao de F
— O valor critico (c¢) depende de:
— Nivel de significancia (10%, 5% ou 1%, por exemplo).
— Graus de liberdade do numerador (g=gl.-gl. ).
— Graus de liberdade do denominador (n-k-1).

— Quando os gl do denominador chegam a 120, a
distribuicdo F ndo é mais sensivel a eles (usar gl=«).

- Uma vez obtido o Fc, rejeitamos H,, em favor de H,, ao

nivel de significancia escolhido se: F > Fc < Distribuicao F
assume apenas

valores positivos

— Se H, (B;=0, B,=0, Bs=0) é rejeitada, B,, B, € B séo
estatisticamente significantes conjuntamente.

— Se H, (B5;=0, B,=0, Bs=0) nao é rejeitada, B,, B, e Bs s@o
conjuntamente nao significantes.

23



Forma R? da estatistica F

_ (SQR, —SQR;;)/q

‘' =50R, /n—k—-1)

- O teste F pode ser calculado usando os R?s dos modelos
restrito e irrestrito.

— E mais facil utilizar nimeros entre zero e um (R2?) do que
numeros que podem ser muito grandes (SQR).

F = (Rizr o R?%)/q
" (1-RY)/(n—k-1)

24



Para chegar a
forma R? da
estatistica F, basta
multiplicar
numerador e
denominador por

1/sQT

—
—

/W (WWW L’“’)
”'“Q’ (([cmrvmwﬂj

1L o0 — i, sap /
\caT et ) I%

() “‘@2“))/?
(R - i)

4
i TEAW n‘L‘\-l"\(l

ERR LY
(1= R5) [ (n-k )




Teste F para
multiplas
restricoes em R

> summary (specl)

Call:
Im(formula = my formula, data = womenlabor)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-5.5874 -1.7729 -0.2061 1.7253 8.5357

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 58.7767655 8.4815645 6.930 5.88e-10 **x*
vE 0.0004277 0.0004080 1.048 0.297292
ym -0.0003552 0.0003104 -1.144 0.255502
educ 0.3973625 0.0570042 6.971 4.87e-10 **x*
ue -0.9404541 0.2536938 -3.707 0.000360 ***
mr -0.3109530 0.1329970 =-2.338 0.021577 *
dr 0.1776552 0.1739730 1.021 0.309883
urb -0.0108626 0.0243890 -0.445 0.657096
wh -0.1158179 0.0311566 -3.717 0.000348 **=*

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.” 0.1

Residual standard error: 2.835 on 91 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7575, Adjusted R-squared:

0.7362
F-statistic: 35.53 on 8 and 91 DF, p-value: < 2.2e-16

> lht(specl, c("ym = 0", "mr = 0", "dr = 0"))
Linear hypothesis test

Hypothesis:
ym = 0
mr = 0
dr = 0

Model 1: restricted model
Model 2: wlfp ~ yf + ym + educ + ue + mr + dr + urb + wh

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 94 795.91
2 91 731.25 3 64.664 2.6823 0.05141

Signif. codes: 0 ‘Y***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.” 0.1

\

\

’
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Residual standard error = Raiz quadrada de 0%,

Te Ste F pa ra que € a variancia estimada da regressao
multiplas R » 910 i A
Tole n-k-1
restricoes em R

SQR = Residual standard error?2 * (n — k — 1)

SQR, = 796,0014
SQR, = 731,3875

F = (796,0014 — 731,3875)/3
731,3875/91

F=64,6139/3
8,0372

F=2,6798

Com a =35%, F, 60 = 2,76 € F(5 199 = 2,70



Sobre testes F

" Teste F de multiplas restricoes

" Teste F de significancia geral da
regressao



Teste F para significancia geral da regressao

— No modelo com k variaveis independentes, podemos
escrever a hipotese nula como:

— Hy: X4, X5, ..., X, NA0 ajudam a explicary.
—Hp: By =B2=...=B=0.
— Modelo restrito: y = By + €

— Modelo irrestrito: y = By + B4Xq + ... + X + €

— Numero de variaveis independentes retiradas (q = graus de
liberdade do numerador) € igual ao proprio numero de
variaveis independentes (k):

B R*/k
A -RY/n—k=1)

— Mesmo com R? pequeno, podemos ter teste F significante
para o conjunto, por isso ndo podemos olhar somente o R2.

29



Passo a passo do teste F
para significancia geral da regressao

Passo 1: Especifique suas hipdteses; note que H, pode ser escrita em termos
do R?:
Hy:R2=0(i.e.,B;=B,=B3=...=B,=0) Hy,:R2>0

Passo 2: Escolha um nivel de significancia (o) e apure o respectivo F critico. A
distribuicao F é dada pela combinacao de dois tipos de graus de liberdade. Na
tabela F, devemos procurar o F-critico Fc  4):

— k graus de liberdade na coluna

— n-k-1graus de liberdade nalinha

Passo 3: Obtenha a estatistica F
R*/ k
(1-R%)/(n—k-1)

F =

Passo 4: Compare o F-critico com a estatistica F e aplique a regra de decisao

Se F 2 Fc, entao rejeite H,
Se F < Fc, entao nao rejeite H,



> summary (specl)

Call:
Ieste F e Im(formula = my formula, data = womenlabor)

~ 06 A ° Residuals:
f I Min 10 Median 30 Max
SIgnNiTiCancia gera L5.5874 -1.7729 ~0.2060 1.7253 8.5357

Coefficients:

em R Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
* k%

(Intercept) 58.7767655 8.4815645 6.930 5.88e-10

vE 0.0004277 0.0004080 1.048 0.297292

ym -0.0003552 0.0003104 -1.144 0.255502
educ 0.3973625 0.0570042 6.971 4.87e-10 **x*
ue -0.9404541 0.2536938 -3.707 0.000360 ***
mr -0.3109530 0.1329970 =-2.338 0.021577 *
dr 0.1776552 0.1739730 1.021 0.309883

urb -0.0108626 0.0243890 -0.445 0.657096

wh -0.1158179 0.0311566 -3.717 0.000348 **=*

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 '.” 0.1 Y’ 1

Residual standard error: 2.835 on 91 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7575, Adjusted R-squared:
0.7362

F-statistic: 35.53 on 8 and 91 DF, p-value: < 2.2e-16

> lht(specl, c("ym = 0", "mr = 0", "dr = 0"))
Linear hypothesis test

Hypothesis:
ym = 0
mr = 0
dr = 0

Model 1: restricted model
Model 2: wlfp ~ yf + ym + educ + ue + mr + dr + urb + wh

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 94 795.91
2 91 731.25 3 64.664 2.6823 0.05141

Signif. codes: 0 ‘Y***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 '.” 0.1 Y’ 1
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